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Цель работы: ознакомление с методами обработки и представления ре-

зультатов измерений на примере исследования интенсивности излучения 

-частиц при радиоактивном распаде ядер. 

Введение 

В данной лабораторной работе исследуется интенсивность изотопного 

источника -частиц (измеряется количество -частиц n испускаемых ис-

точником за фиксированный промежуток времени ). Величина n является 

случайной, так как испускание -частиц происходит в результате спонтан-

ного распада ядер (239Pu). Случайная величина, в отличие от неслучайной, 

не имеет какого-то определенного значения. Поэтому результаты повтор-

ных измерений такой величины могут значительно различаться, т. е. будет 

наблюдаться «разброс» экспериментальных данных. Причем любое из по-

лученных значений будет правильным, в том смысле, что не будет являть-

ся экспериментальной погрешностью – просто на момент одного измере-

ния исследуемая величина имела одно значение, а на момент другого из-

мерения – другое. Конечно, одни значения n будут встречаться часто, дру-

гие – намного реже, но даже вероятность того, что в эксперименте будет 

получено огромное значение n, соответствующее одновременному распаду 

всех ядер 239Pu, не равна нулю. Обратим внимание на принципиально раз-

ные причины «разброса» экспериментальных данных в сериях измерений 

при исследовании случайных и неслучайных величин. В первом случае 

меняется, как сказано выше, сама измеряемая величина, во втором – слу-

чайным образом меняются отклонения измеренных значений от истинного 

значения исследуемой величины. Вызываются эти отклонения множеством 

неконтролируемых малых внешних воздействий на прибор, меняющихся 

случайным образом как по величине, так и по знаку. Например, если мы 

производим взвешивание какого-то образца, то из-за конечного трения в 

подвеске коромысла весов, присутствия пыли, воздействия конвективных 

потоков воздуха, вибраций самой различной природы и т. д. и т. п. резуль-

таты повторных взвешиваний не будут совпадать между собой, но сама 

измеряемая величина (масса) остается неизменной.  

Интуитивно ясно, что при усреднении результатов измерений неслу-

чайной величины происходит взаимная компенсация отклонений и среднее 

значение дает хорошее приближение к истинному значению. Результат 

любого единичного измерения также дает приближенное значение этой ве-

личины, хотя и менее надежное, чем среднее значение. Среднее значение, 

вычисленное по результатам измерений случайной величины, является 

очень важным параметром, но само по себе случайную величину не харак-

теризуют (как и результат любого конкретного измерения). Исчерпываю-

щей характеристикой случайной величины является функция, описываю-

щая вероятность появления того или иного ее значения. Таким образом, 
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если цель эксперимента с неслучайной величиной состоит в определении 

ее истинного значения, т. е. числа, то цель эксперимента со случайной ве-

личиной состоит в определении вида вероятностной функции и в расчете 

численных значений параметров этой функции. 

Вероятностные функции распределения 

Из теории вероятности известно, что наиболее универсальным спосо-

бом описания случайной величины является отыскание их интегральных и 

дифференциальных функций распределения. Интегральной функцией рас-

пределения F(x) называют функцию, каждое значение которой для каждого 

x является вероятностью события, заключающегося в том, что случайная 

величина xi в i-м опыте принимает значение меньше х. 

 
 

График интегральной функции распределения показан на рис. 1, а. Она 

имеет следующие свойства: 

- неотрицательная, т. е. F(x) ≥ 0; 
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Рис. 1. Интегральная (а) и дифференциальная (б) функции распреде-

ления случайной величины 

f 

а 

б 
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- неубывающая, т.е. F(x2 ) ≥ F(x1), если х2  ≥ х1; 

- диапазон ее изменения простирается от 0 до 1, т. е. F(-∞) = 0; 

F(+∞) = 1; 

- вероятность нахождения случайной величины х в диапазоне от х1 до х2 

P{x1 < x < x2}= F(x2) – F(x1). 

Более наглядным является описание свойств результатов измерений и 

случайных погрешностей с помощью дифференциальной функции распре-

деления, иначе называемой плотностью распределения вероятностей, 

f(x)=dF(x) / dx (рис. 1, б). Она всегда неотрицательная и подчиняется усло-

вию нормирования в виде: 

.1)( dxxf  

Учитывая взаимосвязь между F(x) и f(x), ясно, что вероятность попада-

ния случайной величины в заданный интервал (х1; х2) 

.)( }xxP{x
2

1

21

x

x

dxxf  

Статистические распределения Пуассона и Гаусса 

В природе существует множество физических явлений, имеющих слу-

чайную природу и описывающихся той или иной вероятностной функцией. 

В практике физического эксперимента очень часто приходится иметь 

дело со случайными величинами, распределенными, например, по законам 

Гаусса или его логарифмической модификацией (непрерывное распределе-

ние) и Пуассона (дискретное распределение). 

Вероятность dg того, что значение гауссовской случайной величины x 

окажется в интервале (x, x + dx) определяется выражением: 

 .
2

1 2

2

2

)(

dxedg

x

 (1) 

Вероятность обнаружить x внутри конечного интервала (x1, x2) можно най-

ти, проинтегрировав выражение (1) в пределах от x1 до x2. 

Функция 

 2

2

2

)(

2

1
),,(

x

exg  (2) 

называется плотностью вероятности распределения Гаусса. Это непре-

рывная двухпараметрическая функция, определенная на интервале 

(– ∞, + ∞). Ее параметрами являются математическое ожидание  и дис-

персия 
2
. Корень из дисперсии ( ) называется стандартным отклонением. 

g( , , x) симметрична относительно x =  и имеет в этой точке максимум,  
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т.е. математическое ожидание гауссовской величины есть наиболее веро-

ятное ее значение. График функции g( , , x) (рис. 2) имеет вид купола. 

 

Видно, что величиной математического ожидания определяется поло-

жение купола на числовой оси, а величиной стандартного отклонения – его 

«ширина». При малых  функция g( , , x) быстро затухает при отклоне-

нии x от  (узкий купол). При больших   купол шире, т. е. возрастает ве-

роятность больших отклонения x от . Отсюда следует практический вы-

вод – стандартное отклонение характеризует «разброс» эксперименталь-

ных данных при многократных измерениях. 

Функция распределения Пуассона 

 
!

)( 0000

n
ep

n

 (3) 

определяет вероятность p того, что за промежуток времени (на длине, 

площади, в объеме и т. п.) 0 будет зарегистрировано n событий, в частно-

сти, вероятность зарегистрировать n -частиц за время 0. Распределение 

Пуассона является дискретным и определено на множестве натуральных 

чисел. Единственным параметром распределения Пуассона является мате-

матическое ожидание 0. Параметр 0 не принадлежит, в общем случае, 

множеству натуральных чисел, поэтому называть его наиболее вероятным 

значением случайной величины, как в случае гауссовских величин, непра-

вомерно. 

=1 

=1 
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Рис. 2. Вид функции Гаусса при различных значениях 

математического ожидания и дисперсии 

g( ,x) 
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Часто распределение Пуассона записывают в виде 

 
!n

ep
n

,  (4) 

заменяя комплекс 0 0 на .  

 

Замечание: При анализе своих экспериментальных данных обратите 

внимание на отличие  от 0. В программу обработки экспериментальных 

данных функция распределения заложена в виде (4). 

Поскольку функция Пуассона дискретна, на графике она изображается 

отдельными точками, а не непрерывной кривой, как функция Гаусса. Пуас-

соновское распределение не симметрично, особенно при малых  (рис. 3). 

С ростом  распределение становится все более симметричным, а значения 

функций Пуассона и Гаусса сближаются (рис. 4). 

Как рассчитать параметры функций Гаусса и Пуассона 

Пусть x – случайная гауссовская величина, а f(x) – некоторая функция 

от этой величины. Тогда среднее значение ),(xf  согласно общему прави-

лу вычисления средних, определяется интегралом: 

 .),,()()( dxxGxfxf   (5) 

-0,1

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0 2 4 6 8 10 12 14 16
n

p
(n
,m
)

m=0,5

m=1

m=3

m=9,73

 
Рис. 3. Вид распределения Пуассона при различных значениях .  

Линиями соединены значения распределения для одинаковых  
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При f(x) = x и f(x) = (μ – x)2 прямым интегрированием выражения (5) 

находим: 

 ,),,( dxxxGx   (6) 

 .),,()()( 222 dxxGxx    (7) 

Таким образом, математическое ожидание μ случайной гауссовской вели-

чины x равно среднему значению этой величины, а σ – среднеквадратиче-

скому отклонению (СКО) x от μ. СКО называется величина .)( 2x  

Формула усреднения для пуассоновских случайных величин аналогич-

на формуле (5) с той разницей, что функция Гаусса заменяется функцией 

Пуассона, а интегрирование заменяется суммированием бесконечного ря-

да, так как в отличие от распределения Гаусса, распределение Пуассона 

Рис. 4. Распределения Гаусса и Пуассона при одинаковых значе-

ниях математического ожидания и дисперсии 

 

Распределение Пуассона  

Распределение Гаусса 

,   

Распределение Гаусса 

,   

Распределение Пуассона  
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является дискретным. Особенность распределения Пуассона состоит в том, 

что математическое ожидание численно равно дисперсии: 

 n ;  .2   (8) 

Множество всех возможных значений случайной величины называется 

генеральной совокупностью. Согласно соотношениям (6–8) среднеарифме-

тическое по генеральной совокупности дает нам точное значение матема-

тического ожидания, а средний квадрат отклонений от найденного средне-

го – дисперсию. Однако в результате экспериментальных измерений мы 

никогда не сможем получить полный набор всех возможных значений слу-

чайной величины, так как для этого нам пришлось бы выполнить беско-

нечное количество измерений. В эксперименте мы можем получить лишь 

ограниченное множество значений исследуемой случайной величины – 

выборку из генеральной совокупности, или просто выборку. Среднее по 

выборке не дает точного значения математического ожидания, но является 

наилучшей оценкой : 

 
N

i

ix
N

x
1

1 .  (9) 

В выражении (9) N – количество измерений, xi – результат i-го измерения. 

Выражение (9) носит название «среднее арифметическое значение» изме-

ряемой величины. 

Наилучшей оценкой  является СКО Sx от среднего: 

 
N

i

ix xx
N

S
1

2)(
1

1 .  (10) 

 

Погрешность расчета математического ожидания 

Когда вы рассчитываете математическое ожидание по формуле (9), вы 

допускаете некоторую ошибку, связанную, как отмечено выше, с тем, что 

усреднение производится не по генеральной совокупности, а по конечной 

выборке длиной N. Если вы еще раз проделаете N измерений и вновь рас-

считаете математическое ожидание, то новое значение  не совпадет с 

первоначальным. Естественно возникает вопрос о значимости этого рас-

хождения. Для ответа на него необходимо оценить погрешность определе-

ния  по результатам экспериментальных измерений. (Заметьте, речь идет 

о погрешности  а не о погрешности !x ) 

Понятие «погрешность» не столь очевидно, как это может показаться. С 

одной стороны, погрешность – это то, насколько измеренное значение ве-

личины отличается от истинного. С другой стороны, сделать численную 

оценку, основываясь на таком определении погрешности, мы не сможем, 

www.phys.nsu.ru
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так как истинное значение измеряемой величины нам никогда не известно 

(если оно известно – то зачем измерять?). Современная теория, позволяю-

щая дать четкое определение погрешности и способ ее численной оценки, 

базируется на анализе статистических распределений. Эта теория строго 

разработана для гауссовских случайных величин. Однако, как отмечалось 

выше, при больших μ (больших средних значениях случайной величины) 

распределения Гаусса и Пуассона практически не различаются (речь идет, 

конечно, о совпадении в точках x = n, где n – целое). Из рис. 4 видно, что 

уже при x = 9 различие становится весьма малым. Поэтому теория, разра-

ботанная для гауссовских величин, в большинстве случаев применима и 

для пуассоновских. Сколько-нибудь полное рассмотрение теории погреш-

ностей выходит за рамки данного пособия. Поэтому ниже приводится 

лишь конспективное изложение ее результатов. 

Пусть мы произвели N измерений случайной гауссовской величины x. 
По полученным экспериментальным данным мы можем построить кривую 

распределения (способ построения такой кривой по результатам экспери-

мента описан ниже), а по формулам (9–10) рассчитать среднее значение 1x  

и среднеквадратичное отклонение .xS  Ход дальнейших рассуждений ил-

люстрируется графически на рис. 5. Заметим, что 1x  представляет собой 

сумму из N случайных величин (с точностью до множителя 1/N) и, следо-

вательно, 1x  тоже случайная величина. Иными словами, если бы мы вы-

полнили новую серию из N измерений и вычислили среднее по этой серии, 

то получили бы значение отличное от 1x . На левом графике рис. 5 услов-

но, в виде кривых распределения, показаны результат реального экспери-

Рис. 5. Экспериментальные распределения случайной величины и 

распределение средних 
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мента ( 1x ), а также, для примера, результаты трех мысленных эксперимен-

тов ( ,2x ,3x 4x ). При проведении мысленных экспериментов мы не огра-

ничены во времени и можем выполнить их бесконечно много. В результате 

мы получим бесконечный ряд средних значений: ,...,...,, 21 jxxx  

Теперь мы можем построить новую кривую – кривую распределения 

средних ,jx  правый график на рис. 5. Осью симметрии этой кривой будет 

x , так как в соответствии с нашими рассуждениями множество сред-

них представляет собой генеральную совокупность, а среднее по генераль-

ной совокупности точно равняется .  Стандартное отклонение этого рас-

пределения оценивается величиной  

 

 
x

N

i

i
x Sxx

NNN

S

1

2)(
)1(

1 ,  (11) 

x
S  называется СКО среднего арифметического значения. 

Вспомним теперь, что вероятность обнаружить случайную величину 

внутри конечного интервала (x1, x2) определяется интегрированием выра-

жения (1) в пределах от x1 до x2. Прямым интегрированием можно найти, 

что вероятность обнаружить полученное нами значение 1x  в интервале 

),(  равна 0,68 (или 68 %). В интервал )2,2(  значе-

ние 1x  попадет с вероятностью 95 % и т. д. Очевидно, что справедливо и 

обратное: с вероятностью P = 68 % значение  будет обнаружено в ин-

тервале ),( xx  и т. д. Вероятность P называется доверительной ве-

роятностью, а интервал ),( xx  - доверительным интервалом. Все 

точки доверительного интервала рассматриваются равноправными, т. е. 

позиция  внутри доверительного интервала никак не фиксирована: с од-

ной и той же вероятностью  может оказаться в середине, на краю или в 

любой другой точке доверительного интервала. Шириной доверительного 

интервала и определяется численное значение погрешности (с заданной 

доверительной вероятностью). 

В предыдущих выражениях ширина доверительного интервала указана 

в стандартных отклонениях .  Однако по результатам измерений мы мо-

жем рассчитать только величину 
x

S  (по формуле (11)), которая не равна в 

точности .  Через 
x

S  границы доверительного интервала ±Δx выражают-

ся следующим образом:  
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xPN Stx ,
 (12) 

где PNt ,  - коэффициент Стьюдента. 

Таблица 1. 

Коэффициенты Стьюдента tN,P 

Длина     вы-

борки 

N 

Доверительная вероятность, Р 

0,683 0,95 0,99 0,9973 

3 

4 

5 

7 

10 

20 

50 

100 

200 

1,32 

1,20 

1,15 

1,09 

1,06 

1,03 

1,01 

1,0 

1,0 

4,70 

3,18 

2,78 

2,45 

2,26 

2,09 

2,01 

2,0 

2,0 

9,9 

5,8 

4,6 

3,7 

3,2 

2,8 

2,7 

2,6 

2,6 

19,2 

9,2 

6,6 

4,9 

4,1 

3,4 

3,2 

3,1 

3,0 

 

Коэффициенты Стьюдента являются двухпараметрическими величина-

ми. Их значения зависят от количества измерений (длины выборки) и до-

верительной вероятности. Численные значения коэффициентов Стьюдента 

приведены в табл. 1. 

Традиционно результат эксперимента записывается в виде 

 
xPN Stxxx ,
  (13) 

с обязательным указанием доверительной вероятности P. 

Несмотря на такую форму записи, смысл выражения остается прежним: 

 лежит в интервале xx  с вероятностью P. 

Следствие из теории интервального оценивания погрешности. С пози-

ций интервального метода оценивания погрешности, результатом экспери-

мента является не число, измеренное с какой-то погрешностью, а интервал, 

внутри которого с заданной вероятностью лежит истинное значение иссле-

дуемой величины. Поэтому результаты двух экспериментов aaZ1
 и 

bbZ 2
 будут одинаковыми (совпадают в пределах погрешности), если 

отрезки aa  и bb  пересекаются. 
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Экспериментальная установка 

Блок-схема экспериментальной установки для регистрации и счета α-

частиц приведена на рис. 6. 

 

 
В работе используется изотопный источник, в котором α-частицы образуют-

ся в результате радиоактивного распада изотопа плутония 239Рu с периодом полу-

распада 24 360 лет и энергией α-частиц, равной 5–5,1 МэВ. Альфа-частицы – это 

ядра гелия 4Не++ (дважды ионизованные атомы гелия). Источник α-частиц 

(рис. 7) представляет собой алюминиевую подложку 1, в углублении кото-

рой нанесен слой радиоактивного вещества 2. Активный слой покрыт за-

щитной металлической пленкой 

3 (обычно слой алюминия тол-

щиной не более 10 мкм). Сред-

ний пробег α-частиц с энергией 

5 МэВ в воздухе составляет 

примерно 3,5 см (в алюминии и 

стекле - примерно 0,05 мм). Каждый источник снабжен паспортом, в котором 

указаны его параметры. Цифрами на источнике отмечена его активность (над-

пись «83» соответствует 8·103 распадам/с). Активность используемых в дан-

ной работе источников порядка 103–104 распадов в секунду. Поскольку α-

частицы имеют малую проникающую способность (лист плотной бумаги 

практически полностью их поглощает), то источник безопасен в работе. Тем 

не менее, по условиям техники безопасности и чтобы не загрязнять защитную 

пленку, ее не следует касаться руками. 

 

Изотпный источник 

-частиц 

Сцинтиллятор 

Рис. 6. Блок-схема экспериментальной установки 

Пересчетное 

устройство 
ФЭУ 

Блок пи-

тания 

ФЭУ 

Рис. 7. Источник α-частиц 
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В качестве первичного преобразователя в установке применен сцинтил-

ляционный детектор (рис. 8). Он состоит из сцинтиллятора (цилиндриче-

ский блок из специальной пластмассы), фотоэлектронного умножителя 

(ФЭУ) и источника питания ФЭУ. Попадая в сцинтиллятор, -частица вы-

зывает вспышку света, которая регистрируется ФЭУ и преобразуется в 

электрический импульс. С фотоумножителя электрический импульс посту-

пает на пересчетное устройство, сопряженное с компьютером. На входе 

пересчетного устройства имеется амплитудный дискриминатор-

нормализатор. Его назначение состоит в том, чтобы «отсечь» сигналы с 

амплитудой меньше определенного значения, т. е. дискриминатор от-

фильтровывает «шум» ФЭУ. Сигналы с амплитудой выше порога дискри-

минации преобразуются в стандартные импульсы заданной амплитуды и 

длительности и поступают на вход счетчика. Обратите внимание на то, что 

пересчетное устройство фиксирует не количество -частиц, которые попа-

ли в сцинтиллятор, а количество электрических импульсов. Для того чтобы 

эти величины совпадали, требуется предварительная настройка ФЭУ (под-

Рис. 8. Схема сцинтилляционного детектора: 

Сц – сцинтиллятор (цилиндр из специальной пластмассы, поглощение в кото-

ром -частицы сопровождается вспышкой света); ИП – высоковольтный ис-

точник постоянного тока; R0 – сопротивления делителя напряжения; Rн – на-

грузочное сопротивление; Счетчик – электронное устройство для фиксации 

количества импульсов тока с ФЭУ. Элементы ФЭУ: ФК – фотокатод,  

Д1, Д2 – диноды, А – анод 
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бор напряжения питания, для используемого в данной работе прибора оно 

находится в диапазоне 1,5–2 кВ). При меньшем напряжении эффектив-

ность ФЭУ понижается, а при большем – возникают «ложные» срабатыва-

ния. (Подумайте над причинами такого поведения детектора). 

В настоящей работе демонстрируются статистические закономерности на 

примере измерений случайной дискретной величины – количества α-частиц, 

испускаемых при радиоактивном распаде ядер изотопа плутония 
239Рu. Радиоактивный распад по своей природе является вероятностным, слу-

чайным процессом. Образовавшаяся в результате «вероятностного» слияния 

нуклонов в ядре α-частица совершает «вероятностный» туннельный переход 

под потенциальным барьером ядерных сил и вылетает из ядра. Распад каждого 

ядра не зависит от присутствия других ядер. В результате количество α-

частиц, испускаемых радиоактивным источником за 1 секунду, есть величина 

случайная. 

Задания и порядок выполнения работы 

Программное обеспечение работы в настоящее время имеет 2 варианта: DOS 

и WINDOWS. В представленном пособии подробно приведена инструкция 

пользования вариантом DOS. Все рабочие места снабжены подробным описани-

ем и инструкцией для системы WINDOWS, в приложении приведено более 

краткое описание. 

Запуск установки и программы (вариант DOS). 

После включения компьютера и монитора запустите файл cntl.ехе из дирек-

тории С:\CNT. Программа устанавливается в положение "выбор режима измере-

ния". Клавишами  {↑},  {↓}  перейдите к нужному режиму измерения, и клави-

шей {ENTER} запустите его. С клавишами управления режимами и с основны-

ми формулами можно ознакомиться, выбрав режим «Help» (клавиша {F1}). 

 

Задание 1. Счетная характеристика детектора. 

Цель задания: выбор оптимального рабочего напряжения ФЭУ и определе-

ние систематической погрешности, связанной с его шумами. Для правильной 

работы ФЭУ необходимо подобрать величину рабочего напряжения на сопро-

тивлениях R0  делителя сцинтилляционного детектора (рис. 8). Рабочее 

напряжение изменяется с помощью регулируемого источника ИП – блока пита-

ния ФЭУ (рис. 8). Для этого перед началом измерений снимают счетную харак-

теристику, т. е. зависимость величины счета N от напряжения U, подаваемого 

на делитель. Вид такой xарактеристики приведен на рис. 9. 
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Участок кривой в 

диапазоне изменения 

напряжения от U1 до 

U2 имеет малый на-

клон (от N1 до N2) и 

называется рабочим 

плато характеристи-

ки. Обычно рабочее 

напряжения Un выби-

рают близким к сере-

дине плато.  

Так как наклон ха-

рактеристики в облас-

ти плато не равен ну-

лю, то изменение на-

пряжения Un в процес-

се работы приводит к систематической погрешности. Вторым источником сис-

тематической погрешности является темновой ток – появление импульсов в ре-

зультате влияния различных причин на случайное возникновение электронов в 

пространстве ФЭУ. Величину темнового тока можно определить, сняв анало-

гичную счетную характеристику, но без источника -частиц (кривая NТ на 

рис. 9). 

Выполнение задания 1 

1. Установите источник α-частиц в выдвижной отсек под детектором.  

2. Включите блок питания ФЭУ и установите напряжение 1,2 кВ.  

3. Переведите программу в режим "Счет с выводом гистограммы" и цифро-

выми клавишами задайте интервал времени счета ΔT = 200 мсек и число изме-

рений в выборке N = 20.  

4. Клавишей {ENTER} запустите программу (она автоматически выполнит 

серию из 20 измерений и справа на экране выведет значения величин ,x  SN  для 

данной выборки).  

5. Изменяя напряжение блока питания ФЭУ в диапазоне U = 1,2 - 2,5 кВ, 

снимите счетную характеристику. Запишите полученные значения x  и  SN, а 

также постройте график x  от U. 

6. Определите оптимальное напряжение ФЭУ (на середине плато счетной 

характеристики). 

7. Повторите измерения без источника α-частиц для определения система-

тической погрешности, связанной с шумами ФЭУ (темновой ток). Темновой 

ток можно уменьшить, накрыв детектор светонепроницаемой накидкой. 

Рис. 9. Счетная характеристика ФЭУ 
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8. Результаты представить в виде таблицы и количественного гра-

фика. 

9. Сравните изменения N и NT (для счетной характеристики и тем-

нового тока) в диапазоне изменения U в области рабочего плато. 

Задание 2. Влияние числа измерений и интервала счета на точность опре-

деления среднего. 

Цель задания: проследить изменения значения среднего – x   (9), СКО – 

SX  (10) и СКО среднего арифметического значения – 
x

S  (11) в зависимо-

сти от числа измерений и временного интервала счета  Δτ. 

Подсчет количества импульсов с ФЭУ и статистическая обработка дан-

ных в работе автоматизированы. В режиме непосредственного сче-

та программа считывает число импульсов, накопленных пересчетным устрой-

ством за заданный Вами промежуток времени. Результат каждого измерения 

добавляется в таблицу на экране монитора. После каждого измерения вы-

числяются и выводятся на экран текущие значения x , SN, 
x

S .  

Выполнение задания 2 

1. Установите оптимальное рабочее напряжение питания ФЭУ (на сере-

дине плато счетной характеристики). 

2. В режиме «Непосредственный счет» цифровыми клавишами задайте 

интервал времени счета Δτ = 500 мсек.  

3. Проследите, как изменяются значения среднего x , СКО SN и СКО 

среднего арифметического значения 
x

S  по мере увеличения числа измере-

ний N в выборке. Для этого, нажимая клавишу {ENTER}, последовательно за-

полните таблицу результатов измерений на экране. Число измерений следу-

ет увеличивать до «стабилизации» интервалов изменения значений x  и SX . 

Повторите измерения для более коротких временных интервалах Δτ = 50 и 5 

мсек. Составьте таблицу значений ,x  SX ,
x

S , полученных при Δτ = 5 и 500 

мсек и разных N. 

4. Определите «активность» источника (в распадах в секунду) с указанием 

погрешности измерений при каждом временном интервале. выразите результат 

измерений (число α-частиц за 1 сек) в интервальной форме типа X = X + ΔХ. 

Следует иметь в виду, что направление излучения носит вероятностный харак-

тер, поэтому определенная Вами «активность» источника отражает только то 

излучение, которое достигает сцинтиллятора. 
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5. Постройте количественные графики изменения ,x  SX и 
x

S  от числа 

измерений. Сделайте вывод об оптимальном числе измерений в каждой 

выборке. 

Задание 3. Идентификация аналитической модели закона распределе-

ния. 

Цель задания: проверить соответствие аналитических распределений Га-

усса и Пуассона для описания процесса интенсивности излучения -частиц 

при радиоактивном распаде ядер. 

В режиме счет с выводом гистограммы программа проводит серию из N 

однотипных измерений с фиксированным интервалом времени счета и вы-

числяет значения ,x  Sx, 
x

S  для полученной выборки. 

Построение гистограммы 

Первым шагом при идентификации закона распределения является по-

строение по результатам измерений хi вариационного ряда (упорядоченной 

выборки), где i = 1, 2,..., N. В вариационном ряду результаты измерений 

располагают в порядке возрастания. Далее этот ряд разбивается на опти-

мальное число m, как правило, одинаковых интервалов группирования (би-

нов) длиной h = (xN – x1)/m. Оптимальным является такое число интервалов 

m, при котором возможное максимальное сглаживание случайных флук-

туаций данных сопровождается минимальным искажением от сглаживания 

самой кривой искомого распределения. Для практического применения це-

лесообразно использовать выражения mmin = 0,55N0.4 и mmax = 1,25N0.4  (но 

mmin не менее 4–5). 

Значение m должно находиться в пределах от mmin до mmax и быть нечет-

ным, так как при четном m в островершинном симметричном распреде-

лении в центре гистограммы оказываются два равных по высоте столбца и 

середина кривой распределения искусственно уплощается. Полученное 

значение длины интервала группирования h всегда округляют в большую 

сторону, иначе последняя точка окажется за пределами крайнего интерва-

ла. 

Далее определяют интервалы группирования экспериментальных дан-

ных в виде Δx1 = (x1, x1 + h); Δx2 = (x1 + h, x1 + 2h); ...; Δxm = (xN – h, xN) и 

подсчитывают число попаданий nk (частоты) результатов измерений в 

каждый интервал группирования. Сумма этих чисел должна равняться 

числу измерений N. По полученным значениям рассчитывают вероятности 

попадания результатов измерений (частости) в каждый из интервалов 

группирования по формуле pk = nk / N, где k = 1, 2,..., m. Проведенные расче-

ты позволяют построить гистограмму (рис. 10). 
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Для построения гистограм-

мы по оси х откладываются 

интервалы Δxk в порядке 

возрастания номеров и на 

каждом интервале строится 

прямоугольник высотой nk либо 

pk. В каждый бин должно 

попадать, по меньшей мере, 

несколько событий. Так, если в 

бин попадает nk событий, то 

флуктуации высоты бина 

порядка 
kn . При увеличении 

nk относительные флуктуации 

высоты бинов уменьшаются как 

kn

1 , и огибающая кривая 

гистограммы принимает более сглаженный вид. 

Проверка статистических гипотез 

В качестве способа оценки близости распределения выборки экспе-

риментальных данных к принятой аналитической модели закона распре-

деления используются критерии согласия. Известен целый ряд критериев 

согласия, предложенных разными авторами. Наибольшее распространение 

в практике получил критерий Пирсона или хи-квадрат, который исполь-

зуется для проверки гипотезы при числе наблюдений n > 50. При 

50 > n > 10 применяется составной критерий (d-критерий), приведенный в  

ГОСТ 8.207-76. (ГОСТ 8.207-76 Государственная система обеспечения 

единства измерений. Прямые измерения с многократными наблюдениями. 

Методы обработки результатов наблюдений. Основные положения). При 

n < 10 принадлежность экспериментального распределения к принятой 

аналитической модели закона распределения не проверяется. 

Идея метода критерия хи-квадрат состоит в контроле отклонений гис-

тограммы экспериментальных данных от гистограммы с таким же числом 

интервалов, построенной на основе распределения, с которым определя-

ется совпадение.  

Использование критерия Пирсона заключается в вычислении вели-

чины χ2 (хи-квадрат): 

 ,
)()(

1 1

22
2

m

i

m

i i

ii

i

ii

Np

Npn

N

Nn
 (14) 

где ni, Ni — экспериментальные и теоретические значения частот в i-м 

Рис. 10. Гистограмма 
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интервале разбиения; m — число интервалов (бинов) разбиения; pi — 

значения вероятностей в том же интервале разбиения, соот ветст-

вующие выбранной модели распределения; 
.

1

m

i

inN
 

Таблица 2  

Значения χ
2
, при различном уровне значимости q 

k 
χ

2
 при уровне значимости q, равном 

q=0,99 q=0,95 q=0,9 q=0,8 q=0,5 q=0,2 q=0,1  q=0,05  q=0,02 

2 0,02 0,1 0,21 0,45 1,39 3,22 4,61 5,99 7,82 

4 0,3 0,71 1,06 1,65 3,36 5,99 7,78 9,49 11,67 

6 0,87 1,63 2,20 3,07 5,35 8,56 10,85 12,59 15,03 

8 1,65 2,73 3,49 4,59 7,34 11,03 13,36 15,51 18,17 

10 2,56 3,94 4,87 6,18 9,34 13,44 15,99 18,31 21,16 

12 3,57 5,23 6, 30 7,81 11,34 15,81 18,55 21,03 24,05 

14 4,66 6,57 7,79 9,47 13,34 18,15 21,06 23,69 26,87 

16 5,81 7,96 9,31 11,2 15,34 20,46 23,54 26,3 29,63 

20 8,26 10,85 12,44 14,58 19,34 25,04 28,41 31,41 35,02 

25 11,52 14,61 16,47 18,94 24,34 30,68 34,38 37,65 41,57 

30 14,95 18,46 20,60 23,36 29,34 36,25 40,26 43,77 47,96 

 

Если бы выбранная модель в центрах всех m столбцов совпадала с экс-

периментальными данными, то все m разностей )( ii Nn  были бы 

равны нулю, а следовательно, и значение критерия χ2 также было бы 

равно нулю. Таким образом, χ2 есть мера суммарного отклонения между 

моделью и экспериментальным распределением.  

Видно, что критерий χ2 существенно возрастает с увеличением числа 

интервалов m (столбцов, бинов). Поэтому для использования его при раз-

ном числе столбцов составлены таблицы квантилей (табл. 2) распределе-

ния χ2 в зависимости от так называемого числа степеней свободы  

k = (m – 1 - C) и уровня значимости q. Здесь  C — число определяемых па-

раметров в  проверяемой функции распределения (для распределения Га-

усса – С = 2, для Пуассона – С = 1), уровень значимости q – это вероят-

ность того, что полученное значение χ2 превышает приведенное в таблице со-

ответствующее значение 2

q
. 
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Если вычисленная по опытным данным мера расхождения χ2 мень-

ше определенного из таблицы значения, то гипотеза о совпадении экспе-

риментального и выбранного теоретического распределений принимает-

ся. Это не значит, что гипотеза верна. Можно лишь утверждать, что она 

правдоподобна, т.е. она не противоречит опытным данным. Если же χ2 

выходит за эту границу, то гипотеза отвергается как противоречащая 

опытным данным. 

Однако часто на практике для предварительной оценки достоверности 

гипотезы распределения используют другую, более ограниченную зави-

симость. Так, если χ2 < k + 1 , что соответствует q < 0,5, то согласие меж-

ду теоретическим распределением и экспериментальной выборкой можно 

считать удовлетворительным, в противном случае соответствие экспери-

мента и теории сомнительно. 

Методика определения соответствия экспериментального и приня-

того законов распределения 

Данная методика  заключается в следующем: 

1. Определяют оценки среднего арифметического значения x  и 

среднее квадратическое отклонение (СКО) Sx по формулам (9) и (10) 

соответственно. 

2. Группируют результаты многократных наблюдений по интерва-

лам длиной h, число которых определяют так же, как и при построе-

нии гистограммы. 

3. Определяют для каждого интервала разбиения его центр xi0 и под-

считывают число наблюдений ni, попавших в каждый интервал. 

4. Вычисляют число наблюдений для каждого из интервалов, тео-

ретически соответствующее выбранной аналитической модели распре-

деления. Для этого находят в точке xi0 значение функции плотности веро-

ятностей f(xi0) и по найденному значению f(xi0) определяют ту часть Ni; 

имеющихся наблюдений, которая теоретически должна быть в каждом 

из интервалов Ni= Nh f(xi0), где N — общее число наблюдений. Более 

точное вычисление теоретического значения в каждом из интервалов   
1

)(
i

i

x

x

i dxxfNN . 

(Подумайте над тем, как произвести сравнение распределения выборки 

экспериментальных данных с принятой аналитической моделью закона 

дискретного распределения – с распределением Пуассона). 

5. Если в какой-либо интервал теоретически попадает меньше  

4 – 5 наблюдений, то в обеих гистограммах уменьшают количество ин-

тервалов m и проделывают все операции, начиная с группировки (п. 2), 

снова. После этого определяют число степеней свободы k = m – 1 – С, 

где m — общее число интервалов. 
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6. По формуле (14) определяют показатель разности частот χ2. 

7. Выбирают уровень значимости критерия q. По уровню значимости и 

числу степеней свободы k по таблице находят границу критической облас-

ти 
2

q  такую, что вероятность того, что полученное значение χ2 превышает 

2

q , равна q и мала. Поэтому, если оказывается, что χ2 > 2

q
 то гипотеза о 

совпадении экспериментального и теоретического законов распределения 

отвергается. Если же χ2 < ,2

q
 то гипотеза принимается. 

Чем меньше q, тем больше значение 2

q
 (при том же числе степеней 

свободы k), тем легче выполняется условие χ2 < 2

q
 и принимается прове-

ряемая гипотеза. Но при этом увеличивается вероятность ошибки соот-

ветствия. В связи с этим нецелесообразно принимать q < 0,02. 

Выполнение задания 3 

1. Переведите программу в режим «Счет с выводом гистограммы».  

2. Цифровыми клавишами задайте интервал времени счета Δτ  и число 

измерений в выборке N.  

3. Установите предполагаемый масштаб гистограммы: диапазон ожидае-

мых значений Хmin , Хmax и максимальную высоту бина Hmax.  

4. Клавишей {ENTER} запустите серию из N измерений с указанным ин-

тервалом счета Δτ . Проследите, как меняется высота бинов в процессе счета.  

5. Клавишами «G» и «Р» аппроксимируйте полученную гистограмму тео-

ретическими распределениями Гаусса и Пуассона.  

6. Проверьте, как выбор длины бина h влияет на вид гистограммы и на 

точность «совпадения» с теоретическими распределениями. 

7. Проведите несколько серий измерений и постройте гистограммы: 

а) для разных Δτ (например:  0,1; 1; 10; 100  и 1 000 мсек) при N = 100; 

б) для разных N (например:  50; 500 и 5 000) при Δτ =1 мсек. 

8. Проверьте точность «совпадения» с теоретическими распределениями 

Гаусса и Пуассона при малых и больших Δτ.  

9. Запишите условия, при которых точность аппроксимации обоими рас-

пределениями становится примерно одинаковой. 

10. Распечатайте несколько характерных гистограмм для больших и ма-

лых Δτ и N. 

Контрольные вопросы 

1. Как оценить среднеквадратическое отклонение Sx по рисунку гисто-

граммы (на какой высоте и т. п.)? 

2. Чему равно среднеквадратическое отклонение, если функция распре-

деления имеет вид столика шириной а? 
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3. Оценить максимальное значение среднеквадратическое отклонения, 

если гистограмма состоит из одного бина шириной а, содержащего 100 со-

бытий. 

4. Когда значения х, Sx, 
x

S  больше: при измерениях с интервалом счета 

1 мсек и числом измерений в выборке 1 000 или при измерениях с интерва-

лом счета 100 мсек и числом измерений в выборке 50? 

5. Как провести идентификацию аналитической модели закона распре-

деления в случае, когда гистограмма состоит из бинов различной длины? 

6. Радиоактивный источник с большим запасом атомов 239Рu имеет 

среднюю активность 1 распад в 1 мсек. Какова вероятность, что в течение 

1 мсек произойдет 2 распада? С какой вероятностью распад произойдет в 

течение интервала 0,5 мсек? 

7. Какое минимальное количество атомов 239Рu в источнике необходимо 

для определения периода полураспада с точностью 1 год за время измере-

ния 1 час? 
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Приложение 

Инструкция по пользованию программным обеспечением лаборатор-

ной работы 1.1 (вариант под WINDOWS) 

Счетная характеристика 

Программа позволяет в автоматизированном режиме снять счетную ха-

рактеристику ФЭУ. Интерфейс программы приведен на рис. П1. Для вы-

полнения этой задачи необходимо установить количество измерений в се-

рии, количество серий измерений и время одного измерения в миллисе-

кундах. Последнее определяет интервал времени, в течение которого про-

грамма будет производить подсчет α-частиц. После указания всех значе-

ний нужно нажать кнопку {Start} После этого программа предложит Вам 

установить новое напряжение на блоке питания ФЭУ и нажать кнопку 

{Далее} или {Стоп} для прекращения операции. Выполнив все серии из-

мерений, программа предложит сохранить файл со средними значениями 
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количества зафиксированных α-частиц  из каждой серии. В блоке счетной 

характеристики находится также таблица, содержащая результаты измере-

ний текущей серии, индикатор, показывающий выполнение задачи, сред-

нее значение количества зафиксированных α-частиц в текущей серии, 

среднее квадратическое отклонение текущей выборки (серии) и среднее 

квадратическое отклонение среднего. 

Непосредственный счет 

В режиме непосредственного счета программой производятся единич-

ные измерения, результаты которых выводятся на экран. Также строятся 

зависимости  среднего квадратического отклонения текущей выборки и 

среднего квадратического отклонения среднего от количества измерений. 

Для запуска режима необходимо установить время одного измерения и за-

держку в миллисекундах, последняя показывает интервал времени между 

измерениями и создана исключительно для удобства. Далее необходимо 

нажать кнопку {Start} в блоке непосредственного счета. Программа сооб-

щит о том, что произведен вход в режим непосредственного входа и акти-

вируется зеленый индикатор. Программа будет производить измерения до 

тех пор, пока не будет нажата клавиша {STOP}. После чего будет предло-

жено сохранить данные зависимостей в файл. В блоке непосредственного 

счета находится таблица с результатами измерений, график зависимостей, 

указывается количество произведенных измерений, среднее значение ко-

личества зафиксированных α-частиц в текущей серии, среднее квадрати-

ческое отклонение текущей выборки (серии) и среднее квадратическое от-

клонение среднего. 

Работа с гистограммой 

В режиме построения гистограммы программа производит одну серию 

измерений, по результатам которой строится гистограмма, распределение 

Гаусса и Пуассона, вычисляется критерий  – квадрат для этих распреде-

лений, вычисляются статистические погрешности и среднее значение ко-

личества зафиксированных α-частиц в серии. Также имеется таблица, в 

которую выводятся результаты измерений серии и индикатор, показываю-

щий выполнение задачи. Для запуска задачи необходимо задать время од-

ного измерения, количество измерений и размер одного бина гистограммы. 

Также следует включить необходимые опции, такие как возможность по-

строения распределения Гаусса, Пуассона. Выделения на графике и сред-

него значения количества зафиксированных α-частиц в серии и сохране-

ния результатов в файл. Далее необходимо нажать кнопку {Start} в блоке 

работы с гистограммой. После этого в течение некоторого времени про- 
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грамма будет собирать данные измерений, после чего выполнит их обра-

ботку и построит гистограмму со всеми выбранными опциями. 

 

 
 

Рис. П1. Интерфейс программы 

 

www.phys.nsu.ru



 27 

 

Учебное издание 

 

Александр Владиславович Багинский, 

Олег Анатольевич Брагин, 

Николай Сергеевич Буфетов, 

Сергей Олегович Зырянов 

 

Лабораторный практикум 

«ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЙ ПРАКТИКУМ» 
 

 

 

 

Учебно-методическое пособие 

 

 

 

 

 

Редактор К. В. Шмугурова 

 

 

 

 

 

 

 

Подписано в печать 01.09.2008 г. 

Формат 60 х 84 / 16. Офсетная печать. 

Уч. изд. Л. 1,75. Усл печ. Л. 1,6. Тираж 100 экз. 

 

 

Заказ № 

 

 

Редакционно-издательский центр НГУ. 

630090, Новосибирск-90, ул. Пирогова, 2 

www.phys.nsu.ru






































































	«ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЙ ПРАКТИКУМ»А. В. Багинский, О. А. Брагин,Н. С. Буфетов, С. О. ЗыряновЛабораторная работа 1.1СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВИЗМЕРЕНИЙУчебно-методическое пособие
	ч.2

